TEORIA DE LA MEDIDA

Sesion 05

La medida de Lebesgue en R?

Definicién 1. Si R = I, X I es un rectangulo en R?, denotaremos por a (R) al drea de R.

Lema 1. Sea R = [ay,b1] X [ag,bs] un rectdngulo acotado en R* y una coleccion finita
de rectangulos abiertos {R(j) = <a§j),b§j)> X <a§j),bgj)> :meNyje{l,2 ... ,m}} tales
que R C U;n:l RU) | entonces:

a(R) <30 a(RY).

Demostraciéon

Si alguno de los recténgulos RY) no estd acotado, el resultado es inmediato, asf que asumire-
mos que todos los recténgulo RU) estdn acotados. Para cada j € {1,2,...,m}, denotemos

por RY ala cerradura de RU), es decir al rectdngulo [agj ), bg')} X [agj ) by )].

al™ b constituyen una particion de

un intervalo [c;, d;]. Para i = 1 (resp. i = 2), denotemos por xél),azgl),xgl), . ,xslll) (resp.

3382), :zzg ), a:g), e ,SL’%)) los elementos de esa particién, ordenados del menor al rnayor y, para

kre{l,2,....nm}y ks €{1,2,...,no}, definamos Ry, r, = (x,(:l) 1,:5,(“)) X (x,(fg) 17%2 ) y de-

Para cada i € {1,2}, los puntos al,bl,@Z ,bgl e

? l

notemos por Ry, 1, a la cerradura de Ry, j,, es decir al recténgulo [a;; ) i x,(:)} X [a:,(fz)_l, 3:222)} .

Por la construccién de los rectdngulos Ry, x,, el rectdngulo R, asi como cada uno de los

rectangulos E(j), con j € {1,2,...,m}, es la unién de algunos de los rectdngulos Ekl,kQ.
Ademds, cualquier par de rectdngulos Ry, , son ajenos.

Sean Ry, Ro, ..., R; los rectdngulos de la familia
{Elﬁ,k‘g ke {1,2,...,m} vy ko€ {1,2,... ,ng}},

cuya union es igual a R.
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Como R c Ui, RY, cada rectdngulo R; (i € {1,2,...,t}) estd contenido en algtin rectan-
gulo RV (7 €{1,2,...,m}). Ademss:

a(R) =31 a(R).
Para cada j € {1,2,...,m}, sea D; el conjunto de indices de los rectdngulos de la familia

{R1, Ry, ..., R} que estan contenidos en E(j). Obviamente se tiene:

a(RY) =a (E(j)> > D tien;y @ (Ri).

Y como cada rectangulo R; (i € {1,2,...,t}) esta contenido en algin rectangulo RY (j €
{1,2,...,m}), se tiene:

Z;nﬂ a (R(j)) > 27:1 Z{z‘eDj} a(R;) > 22:1 a(R;) = a(R).

Los siguientes dos resultados son la base para demostrar que la medida exterior, que se define
mds adelante, es o-subaditiva; lo cual, a su vez, es lo que permite definir una medida a partir
de una medida exterior.

Proposicién 1. Sea R = [ay,b1] X [az,ba] un rectdngulo acotado en R? y una sucesion
RUY) = (a@,bﬁ”) X (agj) bgj)) (con j € N) de rectangulos en R* tales que R C |2, RW,
entonces:

a(R) <32 a(RY).
Demostraciéon

Por el teorema de Heine-Borel, existe una coleccién finita, R0, RU2) .. RU) tal que:
Rc U™, RUY.
Asi que, por el lema anterior:
a(R) <3 a(RW) < 3%, a(RY).
| ]

Proposicién 2. Sea R un rectangulo finito de cualquier tipo y Ry, Ro, ... una familia finita
o infinita numerable de rectdngulos abiertos tales que R C | ; R, entonces:

a(R) <3;a(R;).



Demostracion

Sea R = I x J, a y b los extremos del intervalo I, ¢ y d los extremos del intervalo .J.
Definamos:

L = {a} x [c,d]
Ly = {b} x [c.d]
L3 = [a, 0] x {c}
Ly = [a,0] x {d}

Entonces L1, Lo, L3, L4 son los lados del rectdangulo R.

Dada € > 0, para k € {1,2,3,4}, sea R™ un rectdngulo abierto que contenga a Lj y de
drea igual a <. Entonces la unién de los rectdngulos R, R® R®) RW R R, ... contiene
al rectdngulo R = [a, b] X [¢,d]. Por el teorema de Heine-Borel, existe entonces una coleccién
finita de esos rectdngulos cuya unién contiene a R, asf que:

a(R) = a(R) < Y- a(R;) +¢.

Como esta relacion es véalida para cualquier € > 0, se puede concluir que a(R) < > i a(R;).

Con base en lo anterior, la definicién de los conjuntos medibles en R? y la demostracién de
sus propiedades, puede hacerse siguiendo paso a paso el razonamiento de Lebesgue para el
caso de los conjuntos medibles en R.

Definicién 2. Diremos que una coleccion finita o infinita numerable de rectangulos abiertos
finitos Ry, Ry, ... es una cubierta del conjunto A si A C |, R,.

Definicién 3. Se define la medida exterior, m.(A), de un subconjunto A de R?, mediante
la relacion:

me(A) = inf {Z] a(R;) : Ri, Rs, ... es cubierta de A}

Proposicién 3. Si A y B son dos subconjuntos de R? tales que A C B entonces:

me(A) < me(B)
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Proposicion 4. La medida exterior de un rectdngulo es igual a su drea.

Demostracién
Consideremos primero un rectdngulo finito R. Por la proposicién 2 se tiene a(R) < m.(R).

Dada ¢ > 0 sea Ry un rectdngulo abierto tal que Rg D Ry a(Ry) < a(R)+e¢e. Como Ry D R,
Ry es cubierta de R, asf que se tiene:

me(R) < a(Ry) < a(R) +¢
Es decir, m¢.(R) < a(R) + € para cualquier £ > 0. Por lo tanto, m.(R) < a(R).

Si el rectdangulo R es infinito, dado cualquier o > 0 existe un rectdngulo finito Ry contenido
en Ry de drea a. Por lo tanto, m.(R) > m.(Ry) = a(Ro) = a. Asi que m.(R) = oc.

Ahora viene la propiedad que caracteriza a una medida exterior (la o-subaditividad).

Proposicion 5. Si Ay, As, ... es una coleccion finita o infinita numerable de subconjuntos
de R?, entonces:

Me (Un A”) S Zn me(An)
Demostracién
Si me(A,) = oo para alguna n el resultado es trivial.

Supongamos entonces que m.(A,) < oo para toda n. Dada ¢ > 0, para cada conjunto A,
sea R, 1,R,2,... una cubierta de A, tal que ) a(Rn,m) < m.(A4,) + 57. La familia de
rectdngulos R, ,, forman una cubierta de |, A, asi que:

me (U, An) <32, 30 a(Rum) < 32, [me(An) + 5] < 32, me(An) + ¢

Es decir, m. (|J,, An) < >, me(Ay) + € para cualquier € > 0. Por lo tanto:

me (U, 4n) < 32, me(An)

Definicién 4. Diremos que un subconjunto E de R? es Lebesque medible si:
me(A) = me(ANE) +me(AN E°)

para cualquier subconjunto A de R%. Ademds, en ese caso, se define la medida de E, m(E),
como la medida exterior de E.



Obsérvese que, por la o-subaditividad de la medida exterior, se tiene:
me(A) <me(ANE)+me(AN E°)

para cualquier par de conjuntos E' y A, de manera que para demostrar la medibilidad de un
conjunto E tnicamente es necesario probar la otra desigualdad; es decir:

Me(AN E) + mo(AN E°) < mo(A)

Ahora se trata de demostrar que la familia de conjuntos medibles forma una o-dlgebra de
subconjuntos de R? y que la funcién que asigna a cada conjunto medible su medida es o-
aditiva. Comenzamos demostrando primero que forma un &lgebra y que la funcién medida
es finitamente aditiva.

Proposicion 6. La familia de conjuntos Lebesgue medibles forma un dlgebra de subconjuntos
de R?.

Demostraciéon

Que R? es medible, asf como que el complemento de un conjunto medible es medible, son
resultados obvios.

Sean E; y E5 dos conjuntos medibles y A cualquier subconjunto de R2. Se tiene entonces:
EyUE, = FE, U (ESN Ey)

Asi que:

me [AN(EL U Ey)] +me [AN (B U Ey)]
=me[(ANE)U(ANEfN Ey)] +m. (AN EfN ES)

<me(ANE) +m(ANE;NEy) +me (AN ESNES)

=me(ANEy) +me[(ANES) N Ey] +me [(AN ES) N ES

=me(ANE) +me(ANES) =m.(A)

Asi que, F7 U E5 es medible.
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Proposicion 7. Sea E1, Es, . .., E, cualquier coleccion finita de conjuntos Lebesque medibles,
ajenos por parejas, entonces:

m. (AN (U5 B)) = Xy me(AN B)

para cualquier subconjunto A de R2.
Demostracion
Para n =1 la igualdad es obvia.

Supongamos ahora que la igualdad es vilida paran = k y sea Ey, Es, ..., F)x1 una coleccién
de k + 1 conjuntos medibles, ajenos por parejas, entonces, como FEj ., es Lebesgue medible,
se tiene:

me [AN U Ep)| = me [AN U B 0 B | +me |40 (U B 0 By

=me (AN Egpq) +me [A n (Ujil Ej)}

= me (AN Byy) + 35 me(ANEj) = 3255 me(AN Ey)

Asi que, por el principio de induccién matemética:
Me [A N (U?:l E])i| = Z?:l me<A N Ej)

para cualquier subconjunto A de R? y cualquier familia finita de conjuntos medibles £, Es, ..., E,,.

Corolario 1. La funcion que asigna a cada conjunto Lebesgue medible E su medida, m(E),
es una funcion finitamente aditiva.

Proposicion 8. La familia de conjuntos Lebesque medibles forma una o-dlgebra de subcon-
Juntos de R2.

Demostracion

Sea F, Es, ... una coleccién infinita numerable de conjuntos Lebesgue medibles, ajenos por
parejas. Como la familia de conjuntos Lebesgue medibles forma un algebra de subconjuntos
de R, para cada n € N el conjunto U?:l E; es Lebesgue medible, asi que, utilizando la

proposicién 7 y la o-subaditividad de la medida exterior, se tiene, para cualquier subconjunto
A de R?:



mo(A) = m. [AN (UjLy By)| +me [AN (UL B)]
= S me(AN Ey) +me [A0 (U, B)]

> S me(AN Ey) +me [AN (US, By
Tomando limite cuando n ~» oo, se obtiene:

me(4) = T3, me(AN B)) +me A0 (U, B)]

> me [AN (U B)] +me [AN (U, B

Por lo tanto, |J;2, E; es Lebesgue medible.

Proposiciéon 9. La funcion que asigna a cada conjunto Lebesque medible E su medida,
m(E), es una funcion o-aditiva.

Demostraciéon

Sea F, Es, ... una coleccién infinita numerable de conjuntos Lebesgue medibles, ajenos por
parejas. Por la o-subaditividad de la medida exterior, se tiene m(U;2, E;) < > 277, m(Ej).
Por otra parte, por la aditividad finita de la funcién que asigna a cada conjunto Lebesgue
medible su medida, se tiene, para cualquier n € N:

m(U;2, £y) = m(Uj-, By) = 225 m(E;)

Asi que, tomando limite cuando n ~~ 0o, setiene:

m(UjZ, E;) > 3272, m(Ej)

Proposiciéon 10. Todo conjunto de medida exterior cero es Lebesque medible.

Demostracion

Sea E un subconjunto de R? de medida exterior cero. Entonces, para cualquier subconjunto
A de R?, se tiene:

me(ANE)=0

Ademids, como AN E¢ C A, se tiene:



me(AN E°) <m.(A)
Por lo tanto:
me(ANE) +me(ANE) <m.(A)

Asi que E es medible.

Proposiciéon 11. Todo conjunto boreliano es Lebesque medible.

Demostraciéon

Como la familia de conjuntos Lebesgue medibles forma una o-dlgebra de subconjuntos de
R? es suficiente con probar que los rectdngulos de la forma [a,o0) X [c,00) son Lebesgue
medibles, ya que éstos generan la o-dlgebra de Borel en R2.

Sea F un rectdngulo de la forma [a, 00) X [¢, 00), A cualquier subconjunto de R? y Ry, Ry, . ..
una cubierta de A.

Sea R, = (an,b,) % (¢n,d,), se tiene entonces:
E¢ = (—00,a) X [¢,00) U (—00,00) X (—00,¢)
Para cualquier n € N:

R, N E es un rectangulo o el conjunto vacio.

R,NE* es un rectdngulo o el conjunto vacio, a menos que se tenga a,, < a < b, y ¢, < ¢ < d,
en cuyo caso R, N E° es la unién de dos rectdngulos, a saber:

R, NE® = (ay,a) X [¢,d,)U (an, by) X (cp,c)

Si éste es el caso, definimos RrY y R? de la siguiente manera:

RY = (ap, by) % (cn, )

R = [(an,bu)  [e,d)] U [(an,b) % (€= 555y ) |

Donde € es un nimero real positivo cualquiera, pero el mismo para todos los conjuntos R,
tales que R, N E° es la unién de dos rectdngulos.

Asi que tenemos:

RS) U Rff) =R, U [(an, by) X (c — cﬂ

Gr—an)’



a ( %1)> +a (Rg)) =a(Ry) + 5

En la cubierta Ry, Rs, ..., los rectdngulos R, con esa propiedad, los reemplazamos por rY
y Rg). Después de hacer esto, reenumeramos los elementos de la cubierta para obtener una
nueva cubierta de A, Si,.5,,... con la propiedad de que, para cualquier n € N, S, N E¢ es
un rectdngulo o el conjunto vacio y:

Z{nEN} Q(Sn) < Z{neN} a<Rn) + Z{nEN} 2% :Z{nEN} (I(Rn) te

Entonces, como para cada n € N, los conjuntos S,,NE y S,,N E° son rectangulos o el conjunto
vacfo, se tiene:

me(ANE) <me[(U, S) N E]=me[U,(5, N E)]

<2 me(Sn NE) =3 rhens,npzoy @(Sn N E)

me(ANE) < m. [(U, S2) 1 E] = me [U, (S, 1 E)]

< 22 Me(Sn N ES) = 3 e, ooy USn N E°)

Asi que:

me(ANE) +me(ANE) <3 cns,nmzoy USn N E) + 3 enes, nme oy ¢(Sn N E)

< Z{HGN} a(S,) < Z{neN} a(R,) +¢

Como esta desigualdad es vélida para cualquier £ > 0, tenemos:

me(ANE) +me(ANE®) <3 oy alRy)

Finalmente, como lo anterior es valido para cualquier cubierta de A, se puede concluir que:

me(ANE) +me(ANE) <m.(A)

Proposiciéon 12. Dado cualquier conjunto Lebesque medible E existe un boreliano B y un
conjunto C de medida exterior cero tales que E = BUC y BN C = (.

Demostraciéon

Consideremos primero el caso de un conjunto Lebesgue medible £ contenido en un rectdangulo
finito (a,b) x (¢,d) y definamos F' = (a,b) x (¢,d) — E.

La idea es cubrir F' con un boreliano A tal que m(A — F) = 0, después de lo cual nos
acercamos a E por dentro mediante (a,b) x (¢, d) — A.
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Dada € > 0, sea Ry, Rs,... una cubierta de F' tal que:
Zj a(R;) <m(F)+¢
A® = ; It; es entonces un boreliano tal que:
m(A® — F) = m(A®)) —m(F) < doja(Ry) —m(F) <e
Es decir, dada & > 0 existe un boreliano A®) tal que A®) > F y m(A® — F) <e.

Sea entonces (A(”))
que:

hey Una sucesion decreciente de borelianos que contengan a F'y tales

m(AM — F) < 1
para cualquier n € N.

Se tiene entonces m <ﬂ‘;‘;1 AU — F) < m(A(") - F)< % para cualquier n € N, asf que:

m(ﬂ;ilA(j) —F) =0

Por lo tanto, A = (a,b) x (¢,d) N2, AU) es un boreliano tal que A D F y m(A — F) = 0.
Definamos B = (a,b) x (¢, d). Entonces B es boreliano.

Asi que:

E=(ENA9)U(ENA)=BU(A-F)
BN(A-F)=10

Definiendo C = A — F, se tiene E=BUC, BNC =0y m(C) = 0.

Tomemos ahora un conjunto Lebesgue medible E arbitrario y, para cada k € N, definamos
Er=EN[(—k k) x (=k, k)].

Sea B un boreliano y C} un conjunto de medida exterior cero tales que Ey = B, UCy y
By N Cy = 0, entonces tomando B = |J;-, By, y D = U, Ck, se tiene que B es boreliano,
D tiene medida exterior ceroy £ = BU D.

Finalmente, definamos C' = D— B, entonces C' tiene medida exterior cero y se tiene £ = BUC'
y BNC = .
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Cubierta de F

Como corolario, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 1. La o-dlgebra de los conjuntos Lebesque medibles es la o-dlgebra generada por
los borelianos y los conjuntos de medida exterior cero.

Los resultados anteriores pueden condensarse en el siguiente:

Teorema 2. Eziste una funcion m definida sobre la o-dlgebra de subconjuntos de R? gene-
rada por los borelianos y los conjuntos de medida exterior cero, la cual tiene las siguientes
propiedades:

a)m(0)=0

b) m(R) = a(R) para cualquier rectdngulo R.

c) Si By, Es, . .. es una coleccion infinita numerable de conjuntos medibles, ajenos por parejas,
entonces:

m (U ) = S5, m ()

Denotaremos por £ (R?) a la o-dlgebra formada por los conjuntos Lebesgue medibles en R2.



